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Zur Einwirkung von periodischen, raumlich verteilten Kriften
auf die Schwingungen mechanischer Schwingungsgebilde

Von Geruarp HisNer und Ernst LiBckE

Aus dem Dynamowerk der Siemens-Schuckert-Werke AG., Berlin-Siemensstadt
(Z. Naturforschg. 11 a, 492—498 [1956] ; eingegangen am 3. April 1956)

Herrn Professor TrexpeLENBURG zum 60. Geburtstag gewidmet

Es wird eine allgemeine Differentialgleichung aufgestellt und allgemein gelost fiir die erzwunge-
nen Schwingungen einer Klasse von linearen mechanischen Schwingungsgebilden, die unendlich viele
Freiheitsgrade haben und eine geschwindigkeitsproportionale Dimpfung besitzen. Die auf diese
Schwingungsgebilde ausgeiibte Kraft wird von der Form P(z) sin wt in verschiedener ridumlicher
Verteilung angenommen. Zu dieser Klasse von Schwingern gehoren u. a. die Saite, der Stab, der
Ring und der Kreishogen in allgemeiner Form. Die bekannten Losungen der Probleme erzwungener
Schwingungen werden zusammengefaflit und dariiber hinaus fiir weitere Gruppen von Schwingern,
deren Eigenfunktionen nicht im iiblichen Sinne orthogonal sind, die Losungen angegeben. Bei der
Diskussion ergibt sich, daB fiir das Eintreten einer Resonanz eine Ubereinstimmung der Frequenz
der erregenden Kraft und der Frequenz einer Eigenschwingung zwar notwendig, aber nicht hin-
reichend ist. Vielmehr muf} die ortliche Kraftverteilung derart sein, daf} sie an der zur Eigenfrequenz
gehorenden Eigenschwingungsform Arbeit leistet. Die Grofie des Resonanzausschlages bei vorgege-
bener Diampfung ist dieser Arbeit unmittelbar proportional. Es sind Kraftverteilungen moglich, bei
denen diese Kraft nur an einer einzigen Eigenschwingungsform Arbeit leistet, so daf} sich bei allen
iibrigen Eigenfrequenzen keine Resonanzerscheinungen ausbilden konnen. Es gibt aber auch Kraft-
verteilungen P (x), bei denen fiir nahezu alle moglichen Eigenfrequenzen Resonanzerscheinungen
auftreten konnen.

Es werden die erzwungenen Schwingungen eines
beliebigen linearen Schwingungsgebildes mit verteil-
ter Masse und Elastizitat unter der Einwirkung von
periodischen, rdumlich verteilten Krédften der Form
P =P(x) sin w ¢t untersucht, wenn diese Schwinger
der Differentialgleichung 2 m-ter Ordnung der Form
(4) gentigen. Die Losung dieser Differentialglei-
chung mit ihren Randbedingungen ermoglicht die
Diskussion iiber das Resonanzverhalten einer gan-
zen Klasse von mechanischen Schwingungsgebilden.
Wesentlich ist dabei, da} auch Schwingungsgebilde
zugelassen werden, die auf ein allgemeines Eigen-
wertproblem fiihren, deren Eigenfunktionen also im
Gegensatz zu den bisher behandelten Fillen nicht
im tiblichen Sinne orthogonal sind. Durch die Be-
handlung dieser Klasse von Schwingungsgebilden
wird damit nicht nur eine zusammenfassende Dar-
stellung der bisher bekannten Losungen gegeben,
sondern das Problem der erzwungenen Schwingun-
gen einer noch nicht behandelten grofleren Gruppe
linearer Schwinger einer Losung zugefiihrt. In diese
Klasse fallen u. a., wie aus Tab. 1 hervorgeht,

1. die schwingende Saite,

2. der Langs-, Quer- und Torsionsschwingungen aus-
fithrende Stab, bei dem Rotationstragheit zuge-
lassen werden kann,

3. der radiale, axiale und tangentiale Schwingungen
ausfiihrende Kreisring oder Kreisbogen.

Die Schwingungsgebilde dieser Art sollen im all-
gemeinen eine geschwindigkeitsproportionale innere
Dampfung b besitzen. Sieht man von einer Diamp-
fung ab, so kann bei der Saite auch verdnderliche
Dichte und beim Stab verdnderlicher Querschnitt
angenommen werden.

Fiir erzwungene Querschwingungen von Stiben
konstanten Querschnitts unter der Einwirkung einer
iiber ihre Linge verteilten pulsierenden Kraft ist
von Hort ! eine (stationdre) Losung angegeben, die
aber wesentlich allgemeiner interpretiert werden
kann.

1. Allgemeine Losung des Problems

Die freien Schwingungen der Klasse der hier be-
trachteten Schwingungsgebilde lassen sich durch die
partielle Differentialgleichung

Myl =N[5Y +2b 3% (1)

und 2 m lineare, homogene Randbedingungen unc
2 Anfangsbedingungen beschreiben. Die der Damp

1 W. Horr, Z. techn. Phys. 6, 216 [1925].
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fung proportionale Grofle b sei von x und ¢ unab-
hingig.

M[y] und N[y] entsprechen den linearen, homo-
genen gewohnlichen Differentialausdriicken *:

m

Mlz]l= D (=) [f(z) 2V ()1,  (2)
=0

pa—
¥

n

N[zl= 2 (—1)" [g(x) 20 (x)]®  (3)
y=0

fir m>n>0 und f,,(x) +0 und g,(x) #0.

Die Koordinate y =y (x,¢) ist der Ausschlag in
der betrachteten Schwingrichtung und 2 die Ordinate
des Ortes, bei Kreisringen und Kreisbogen ist x der
Winkel zwischen einem beliebigen und einem fest
gewdhlten Radius.

Die physikalische Bedeutung der Ausdriicke M[y]

und N[g]+2by] ist fur die betrachteten Schwin-
gungsgebilde aus Tab. 1 ersichtlich.

Wirkt auf eines dieser Schwingungsgebilde eine
tiber = verteilte pulsierende Kraft der Form

P=P(x)sinwt,
so laBt sich (1) in die Form bringen:

Miy]=N[2% + 26 %] _p@)sinwt. (4)
o ot

p(z) braucht nicht identisch mit der ortlichen
Kraftverteilung zu sein, sondern kann u. U. eine
Ableitung davon oder P(x) proportional sein.

Die Separation der partiellen Differentialgleichung
(4) gelingt, wenn man fiir die Losung ¥ (x,¢) den
Ansatz einer Entwicklung nach den Eigenfunktionen
u;(x) des allgemeinen Eigenwertproblems (7), (8)
macht, dagegen aber die Kraftverteilung p(x) nach
dem System der N[u;(x)] entwickelt:

y(@0) = 2 oi(t) (@) (5)
mit 1

gi(t) = [y N[uwi(x)] de (5a)
und ’

p(@) = X piN[ui(2)], (6)

pi= [ p(@) wi(x) da. (6a)

b

* Die linearen Differentialausdriicke M [y] und N[y] wurden
in Anlehnung an L. Corrarz in der Form (2) und (3) ge-
schrieben, um bei Gl. (7) und (8) an die im Corrarzschen
Buch 2 zusammengefaBten Ergebnisse der Eigenwerttheorie
anschliefen zu konnen.
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Dabei wird also vorausgesetzt, dafl das verallge-
meinerte Orthogonalsystem der N[u;(x)] vollstédn-
dig ist, was fiir einen Grofiteil der interessierenden
Schwingungsgebilde mit Sicherheit zutrifft.

Aus (4), (5) und (6) folgt nach durchgefiihrter

Separation:
mit den Randbedingungen

Ud.luj(z)]=0 u=1,2,...,2m (8)

i

und
(;,»—f-2b(;»,-+/ii(;»i=p,-sin wt. (9)

Die Losung des allgemeinen Eigenwertproblems
ist bei CorraTz ? angegeben.

Die u;(z) bilden ein verallgemeinertes Ortho-
gonalsystem, das als normiert vorausgesetzt sei. Fir
ein solches System gilt bekanntlich 2

c

ful-(.r) Nluy(x)] do =0, (0;; KroxeEcker-Symbol)

Fr=a

und im allgemeinen nicht die iibliche Orthogonali-
tatsrelation.

Nach Lorp Ravieicu? ist nach ausgefiihrter In-
tegration tiber die Zeit

py=g 7* -lfpi(O) (cos w;it+ b_ sin o; t)
wij

+ i(0) sin m; t \
i f

SIS N— Y R T
V(w*—wi?)2+ (2 w b)?
mit
wi=VoF—b*=Vi—b? (11)
und ¢;(0), (k,-(O) als Anfangswerte und
y; = arc tg L.
! Wi —w?
Ferner sei die Amplitudenresonanzfrequenz
wi=Vi—2b% (11a)

eingefithrt. Die allgemeine Losung fir die erzwun-
genen Schwingungen eines Schwingungsgebildes der

2 L. Corratz, Eigenwertaufgaben mit technischen Anwendun-
gen; S. 46, Leipzig 1949.
3 Lorp Ravreicn, Theorie des Schalles I; § 66, S. 87, 1879.
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Erklirung der Symbole:

0 = Dichte; E = Elastizititsmodul; S = Saitenspannung; ! = Liinge der Saite bzw. des Stabes; 0’ = Didmpfungskonstante; j(x) = polares Massentrigheits-
moment pro Lingeneinheit; C (x) = Torsionssteifigkeit; J = dquatoriales Flichentrigheitsmoment bezogen auf die neutrale Schicht; R = mittlerer Radius
des Kreisringes bzw. Kreisbogens.

o = Porsson-Zahl; J;, = polares Flichentrigheitsmoment bezogen auf die Zentrallinie; ¢ = Torsionsfunktion = z-Komponente einer Torsionsverschiebung
dividiert durch den Drall (siehe Love-Timee, § 215).

Tab. 1. Die physikalische Bedeutung der Ausdriicke M[y] und A’V[!A/.+2 b g./] fiir verschiedene Schwingungsgebilde.
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oben definierten Klasse lautet jetzt:

y(z,t) = ye_b’ {(;;(O)(cos it + Y sin (r),-t)
L] Wi

i

+ i(0) sin m; tl- u;(x)
wi J
L Z pi b sin(wt—y) uwilz) .
V (0*—wi®)24 (2 w b)?
! (12)

Der 2. Summand ist der stationdre Anteil, der im
folgenden behandelt werden soll.

2. Diskussion der Schwingungsgleichung

Der stationdre Schwingungszustand setzt sich aus
einer Summe von Eigenschwingungsformen U; u;(z)
mit verschiedenen Amplituden U; zusammen, die
mit der Frequenz der erregenden Kraft schwingen:

yse(@,t) = X Usui(x) sin(wt—yy).  (13)
Die Amplituden U; sind dabei Produkte der bei-
den Faktoren 4; und p;: U;=4;p;.

Der Faktor A; hiangt von der Frequenz o der er-
regenden Kraft, der zugehorigen Eigenfrequenz o;
und vom Dampfungsmal} b ab:

Ai=[0?—02)2+ (2wb)3] 7.

Dieser bekannte Frequenzfaktor, oft auch als Ver-
groBerungsfunktion bezeichnet, ist fiir endliche Fre-
quenzen ® nie Null und zeigt fiir Ubereinstimmung

von o und irgendeiner der Eigenfrequenzen w; ein

Maximum von der GroBe 1/2b ;. Liegt die Fre-
quenz der erregenden Kraft o oberhalb der n-ten

Eigenfrequenz ®,, so sind alle zu den ersten n
Eigenschwingungsformen gehorenden Faktoren 4;
(i=1,...,n) in erster Naherung von ®; und b un-
abhingig: 1/w2

Der 2. Faktor p; hingt von dem dem Ortsanteil
der erregenden Kraft proportionalen p(x) und von
der normierten i-ten Eigenfunktion u;(x) ab. p; ist

4 Sr. Timoscuenko, Z. Math. Phys. 59, 186 [1911].
Puiie M. Morse, Vibration and Sound; First Edition, New
York und London 1936; S.98/99 u. S.125/127.
5 C. Scuirer, Einfiihrung in die theoretische Physik I; S. 624
und 670, 1944.
H. Geicer u. K. Scueer, Handbuch der Physik; S. 358, 1928.
W. Hort, Z. techn. Phys. 6, 217 [1925].
Love-Tivpe, Lehrbuch der Elastizitdat; Teubner, Berlin und
Leipzig 1907, S. 492.
10 S, Anm. ?, S.491.

1 S, Anm. 9, S. 492.
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die i-te Komponente einer Entwicklung von p(z) in
einer Reihe der verallgemeinerten Eigenfunktionen
N[u;(z)] und stellt direkt die Arbeit dar, die die
Kraft p(z) an der i-tenEigenschwingungsform u;(x)
leistet [siehe Gl. (6a)]. Bei den bisher gelosten,
auf spezielle Eigenwertprobleme fiihrenden Schwin-
gungsproblemen ist im Gegensatz zu dem oben an-
gegebenen das dort!* 5 definierte p; die i-te Kom-
ponente einer Entwicklung von p(z) in einer Reihe
der Eigenfunktionen u;(x) selbst. Interessant ist
aber, dafl der physikalische Inhalt unseres p;, ge-
geben durch die Arbeit und dargestellt durch die
Gl. (6a), vollig gleich ist mit der friiher definierten
entsprechenden Grofle. Diese Gleichheit ist auch zu
erwarten, da kein prinzipieller Unterschied zwischen
dem Schwingungsverhalten eines geraden Stabes
— spezielles Eigenwertproblem — und einem ge-
kriimmten Stab — allgemeines Eigenwertproblem —
besteht. Wesentlich ist, dall der Faktor p; den Wert
Null annehmen kann. Dies (p;=0) ist stets der
Fall, wenn p(z) orthogonal zu u;(z) ist.

Die Amplituden U; der Eigenschwingungsform
zeigen damit nur unter zwei Bedingungen die be-
kannte Resonanzerscheinung:

1. Die Frequenz » der erregenden Kraft muf§ mit

einer Eigenfrequenz w; tibereinstimmen,

2. p; darf nicht Null sein.

Liegt eine solche Kraftverteilung p(x) relativ zu
den Eigenschwingungsformen u;(x) vor, dal} p; Null
ist, so ist die zugehorige Eigenschwingungsform in
dem resultierenden Schwingungszustand nicht ent-
halten und trotz Ubereinstimmung von ® und o;
tritt dann keine Resonanz ein, diese wird vollig un-
terdriickt. Stets ist die Amplitude in der Resonanz-
lage mit dem Faktor p; bewertet. Resonanzamplitude:
pi/2 b w; . Ist die Frequenz o groBer als die untersten
n Eigenfrequenzen, so sind alle zugehorigen Eigen-
schwingungsform-Amplituden U; im wesentlichen
durch die p; bestimmt * und angenéhert unabhingig
von w;: U;=p;/®*=const"p;.

12 S, Anm. 9, S.519.

* Diese GesétzmaBigkeit wurde von A. Scawocu (Akust. Z.
2, 113 [1937]) fiir den speziellen Fall einer ebenen Platte,
deren Schwingungsverhalten durch ein spezielles Eigen-
wertproblem beschrieben wird, aufgestellt. Der Giiltig-
keitsbereich dieses Gesetzes ist nach der oben vorgenom-
menen Ableitung wesentlich erweitert, er umfafit eine
ganze Klasse von Schwingern, wobei man insbesondere
nicht an solche Probleme gebunden ist, deren Eigenfunk-
tionen im iiblichen Sinne orthogonal sind.
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Fiir erzwungene Schwingungen mechanischer Ge-
bilde unter ortlich verteilten pulsierenden Kriften
hat somit der Bewertungsfaktor p; eine mindestens
gleichwertige Bedeutung wie der meist diskutierte
Frequenz-Faktor A4;.

3. Beispiele

Die vorstehenden, allgemein giiltigen Betrachtun-
gen fir die ortliche Verteilung der erzwungenen
Schwingungen sollen jetzt auf eine spezielle Eigen-
funktion angewandt werden.

Fiir die Saite und die Biegeschwingungen des Sta-
bes zwischen Schneiden sind die Eigenfunktionen
durch reine Sinusfunktionen darstellbar.

Wir haben deshalb fiir eine Eigenfunktion der
Form

u;j(x) =2/l sin(iwx/l) (l=Linge des Schwingers)

die p; fiir spezielle Kraftverteilungen berechnet. Die
Ergebnisse sind graphisch dargestellt in den Abb.
1 bis 10.

Ist die Kraftverteilung ebenfalls eine Sinusfunk-
tion, so tritt allein fiir »,, Resonanz ein, wenn die
Knotenlagen (nicht nur die Knotenabstinde) der
m-ten Eigenschwingungsform und der Kraftvertei-
lung iibereinstimmen, wihrend bei allen anderen o;
mit i+ m keine Resonanz entstehen kann (siehe
Abb. 1). Aber schon eine feste Phasenverschiebung
der Knoten dieser Kraftverteilung gegen die Knoten
der entsprechenden Eigenschwingungsform bewirkt,
dal} auch Resonanzen bei anderen Eigenfrequenzen
als bei ®,, eintreten kénnen (Abb. 2 und 3). Damit
sind in diesem Fall auch Resonanzschwingungen
moglich, die nicht die gleiche Knotenzahl wie die
Kraftverteilung besitzen. Ist der Knotenabstand der
Kraftverteilung kein ganzzahliger Bruch der Stab-
lange, so gilt das zuletzt Gesagte erst recht (Abb. 4,
5 und 6). Wihrend bei Ubereinstimmung von Kno-
tenabstand und Knotenlage von allen p; nur das
eine p,, # Null ist, sind bei gleichem Knotenabstand
aber verschiedener Knotenlage die Hilfte aller p; + 0
und bei ungleichem Knotenabstand und verschiede-
ner Knotenlage alle p;+0.

Bei einer uber die Stablinge gleichmdlBig verteil-
ten Kraft (s. Abb. 7) p(x) =p,=const, die sinus-
formig gleichphasig an jedem Angriffspunkt wech-
selt, treten nur Schwingungsanteile ungerader Ord-
nung auf. Die Halfte aller Schwingungsformen und
damit auch Resonanzstellen fillt aus.
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Schliellich wurde der Grenzfall einer nicht kon-
tinuierlich verteilten, sondern punktformig an einer
Stelle angreifenden Kraft untersucht*. Durch An-
derung der Frequenz der anregenden Kraft erhalt
man alle Eigenfrequenzen als Resonanzen eines
Stabes, auller denen, in deren Eigenschwingungs-

knoten die Kraft angreift (Abb. 8,9, 10). Die hier-

A. HERLET

bei gemessenen Resonanzamplituden sind aber mit
einem Faktor bewertet, der aus Stablinge und rela-
tivem Abstand des Angriffspunktes zum nichsten
Knoten der jeweiligen Eigenschwingungsform ge-

bildet wird.

* Dieser Fall wurde fiir den Stab ohne Dampfung mit kon-
stantem Querschnitt von Timoscuenko * untersucht.

Das Verhalten von p-n-Gleichrichtern bei hohen Durchlaflbelastungen
Von A. HeErLET

Aus dem Laboratorium der Siemens-Schuckert-Werke AG., Pretzfeld
(Z. Naturforschg. 11 a, 498—510 [1956] ; eingegangen am 19. April 1956)

Herrn Professor TrexpELENBURG zum 60. Geburtstag gewidmet

Das Verhalten eines modellmidflig vereinfachten p-n-Gleichrichters bei hohen DurchlaBstromen,
d. h. aulerhalb des Giiltigkeitshereiches der SuockrLeyschen Theorie, wird untersucht. Es wird wesent-
lich beherrscht von einem ,unbegrenzten“ Anwachsen beider Tragerkonzentrationen mit ]/i- iiber
die Dotierungskonzentration hinaus. Der Spannungsabfall tiber den Bahngebieten wichst daher nur
mit ]/LT, wiahrend der Spannungsabfall iiber dem Raumladungsgebiet erwartungsgemaBl den
Grenzwert V7 anstrebt. Man erhidlt daher eine quadratische Strom-Spannungs-Charakteristik:

i~ (U—VD)2.

Die SnockLEvsche Theorie ! liefert als Kennlinien-

gleichung eines p-n-Gleichrichters die Beziehung
g *T.

e

i:e{pu f;’-+np€—:} (e"®-1); (1)
Die Giiltigkeit von (1) ist an die Voraussetzung
niedriger Injektion gebunden, d. h. die Konzentra-
tionen der in die Bahngebiete injizierten Minoritéts-
trager missen klein gegen die Majoritatstragerkon-
zentration bzw. die Dotierungskonzentration sein.
Im Giiltigkeitsbereich dieser SnockLevschen Nihe-
rung wird daher die geforderte elektrische Neutrali-

tat in den Bahngebieten durch die Beziehungen
p=ni s xS, (2)
n=np+, Ian (3)

gewahrt (Abb. 1); die Konzentrationen der Majori-
tatstrager bleiben auch im Belastungsfall praktisch
unveridndert. Ferner ist im Bereich der SmockLey-
schen Niaherung der Spannungsabfall iiber den Bahn-
gebieten bei verniinftiger geometrischer Abmessung

! 'W. Suockiey, Bell Syst. Techn. J. 28, 435 [1949].

2 Streng genommen bedeutet die Spannung U in (1) den
Spannungsabfall iiber der Raumladungszone. Die vollstiin-
dige Kennlinie erhilt man bei niedrigen Injektionen durch
Scherung von (1) mit dem Widerstand der Bahngebiete

vernachlassigbar 2. Die gesamte #duflere Spannung
wird von der Raumladungszone zwischen x, und z,
aufgenommen und vermindert die dort im strom-
losen Zustand vorhandene Diffusionsspannung Vp

(Abb.
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Abb. 1. Konzentrationsverteilungen und Potentialverlauf in
einem p-n-Gleichrichter bei niedrigen Injektionen
(Suockreysche Theorie) .

(vgl. 3, S.78). Freilich wird der Einflul des Bahnwider-
standes erst stark bemerkbar, wenn die Injektion nicht
mehr niedrig ist, und dann gilt (1) nicht mehr.

3 E. Seexke, Elektronische Halbleiter, Springer-Verlag 1955.



